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Úvod
Akustický zářič nultého řádu je představován radiálně pulsující koulí [1].
Technickými prostředky lze kouli radiálně pulsující na zvukových a ultrazvukových
frekvencích realizovat jen velmi obtí�ně. V přírodě se v�ak vyskytuje obrovské
mno�ství zářičů nultého řádu v podobě radiálně kmitajících bublinek v kapalinách,
např. při kavitaci [2]. Studium zářiče nultého řádu má proto velký praktický význam.
Kromě toho v�ak lze postup pro určení akustického vyzařování bublinky vyu�ít i při
výuce akustiky, neboť na tomto poměrně jednoduchém problému lze demonstrovat
celou řadu obecněj�ích zákonitostí, které by při teoretickém studiu zářiče nultého
řádu realizovatelného technickými prostředky nebyly tak zřejmé.

Pohybová rovnice kmitů bublinky
Uva�ujme kulovou bublinku (zářič) kmitající (radiálně pulsující) s malou amplitudou
v nestlačitelné kapalině. Časově proměnný poloměr zářiče nechť je R=Re+∆R, kde Re

je rovnová�ný poloměr a ∆R označuje výchylku z rovnová�né polohy. Maximální
poloměr zářiče pak je RM=Re+∆RM,  kde ∆RM představuje amplituda radiálních kmitů
zářiče.

Potenciální energie kapaliny v okolí zářiče o poloměru R je rovna
Ep=(4/3)πp∞R3. Zde p∞ označuje statický tlak v kapalině. Změnu potenciální energie
kapaliny při pohybu stěny zářiče mů�eme proto psát ve tvaru
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kde jsme potenciální energii kapaliny v rovnová�né poloze označili jako Epe

(Epe=(4/3)πp∞Re
3) a pro ∆RM<<Re jsme zanedbali členy vy��ích řádů.

Kinetickou energii kapaliny radiálně proudící v okolí zářiče stanovíme ze
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kde R' označuje derivaci poloměru R podle času. Hmotnost elementu kapaliny je
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dm=ρdV=ρ4πr2dr, ρ značí hustotu kapaliny a dV elementární objem. Pak
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Vnitřní energii stlačovaného plynu v bublince lze stanovit ze vztahu

∫−= PdVEi . Za předpokladu adiabatické změny tlak plynu bude roven

P=p∞(R/Re)-3γ  (γ je Poissonova konstanta) a pro objem elementu plynu lze psát
dV=4πR2dR. Pro eRR <<∆  opět mů�eme napsat přibli�ný vztah pro tlak plynu
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tak�e změna vnitřní energie bude po dosazení do vztahu pro Ei a integraci od ∆RM do
∆R přibli�ně rovna































 ∆
−







 ∆
−






 ∆
−

∆
≅∆

22

2
33

ee

M

ee

M
pei R

R
R
R

R
R

R
REE γ      .        (5)

Zákon zachování energie pro kmitající zářič lze zapsat ve tvaru ∆Ep=Ek+∆Ei,
neboť vzhledem k předpokladu nestlačitelné kapaliny nedochází k vyzařování
akustické energie ∆Ea. Po dosazení za ∆Ep, Ek a ∆Ei ze vztahů (1), (3) a (5) získáme
po úpravě
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Derivací rovnice (6) podle času získáme pohybovou rovnici radiálně kmitající
bublinky
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kde ω má význam vlastního úhlového kmitočtu netlumených kmitů soustavy.
Pohybová rovnice nabude obvyklý tvar pro netlumenou kmitavou soustavu
∆R''+ω2∆R=0. Jejím ře�ením je harmonická funkce času

( )tRR M ωcos∆=∆            .                              (9)

Pro dal�í úvahy zaveďme komplexor výchylky tj
M eRR ω∆=∆

)
. Komplexor rychlosti



kmitání povrchu zářiče pak je roven (zde a dále značí V=R')
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Vlnové pole
Předcházející rovnice jsme stanovili za předpokladu nestlačitelné kapaliny. Pro
nalezení vlnového pole ov�em ji� musíme předpokládat kapalinu stlačitelnou. Aby
vý�e odvozené vztahy neztratily platnost, lze si představit, �e zářič vykonává buzené
kmity na vlastním kmitočtu soustavy, přičem� vyzářená akustická energie je
dodávána ze zdroje. Vlny vyzářené zářičem nalezneme s pomocí rychlostního
potenciálu. Komplexor rychlostního potenciálu kulové postupné rozbíhavé
harmonické vlny je roven [1]
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kde k=ω/c je vlnové číslo, c fázová rychlost �íření vlnění v kapalině a fázor 1
11

ϕψψ je=)

odpovídá rychlostnímu potenciálu ve vzdálenosti r=1 m od středu zářiče.
Komplexor akustické rychlosti částic v okolí zářiče pak získáme derivací

rovnice (11) podle r [1]
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První člen tohoto výrazu představuje blízké pole va bl, druhý člen pak vzdálené pole va

vzd. Komplexor akustického tlaku je roven [1]
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Akustickou rychlost u povrchu zářiče získáme ze vztahu (12), polo�íme-li r=R
a zanedbáme-li vzdálené pole
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U povrchu zářiče musí platit ( ) VRva
)) = . Porovnáním vztahů (10) a (14) proto

získáme
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Takto nalezený fázor 1ψ
)  mů�eme dosadit do vztahů (12) a (13) a obdr�íme
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U povrchu zářiče (r=R) z rovnice (18) získáme
( ) ( )tRRRp Ma ωρω cos 2 ∆−=                .               (19)

Akustickou energii ∆Ea vyzářenou během pohybu stěny zářiče z maximálního
do minimálního poloměru stanovíme následovně. �pičková hodnota akustického
tlaku pap je podle rovnice (18) v bodě r>>R přibli�ně rovna
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Intenzitu zvuku I v okolí zářiče lze pak stanovit ze vztahu I=pap
2/(2ρc) [3]. Akustický

výkon PA přená�ený vlněním, které prochází kulovou plochou o poloměru r je roven
PA=I4πr2, tak�e hledaná akustická energie je rovna ∆Ea=PA/(2f)=I2πr2/f, kde f je
vlastní frekvence zářiče. Po dosazení za  pap z rovnice (20) získáme
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V�imněme si nyní fyzikálního významu blízkého pole. V rovnici kontinuity (5)
za R' dosaďme amplitudu rychlosti kmitání povrchu zářiče, tj. polo�me R'=ω∆RM. Po
úpravě získáme v=ω∆RMR2/r2, co� je stejný výraz jako pro amplitudu blízkého pole
va bl (výraz (16)). Odtud vyplývá, �e blízké pole souvisí s kinetickou energií kapaliny,
kterou částice získaly přeměnou ∆Ep během smr�ťování zářiče a která se opět
přemění na ∆Ep při rozpínání zářiče. Tato mechanická energie zůstává v okolí zářiče
a ne�íří se s vlněním do okolí.

Číselný příklad
Uva�ujme zářič o rovnová�ném poloměru Re=1 mm, kmitající s poměrnou
amplitudou ∆R/Re=0,01 v kapalině hustoty ρ=103 kg.m-3 při statickém tlaku
p∞=105 Pa a nechť Poissonova konstanta plynu v bublince je γ=1,4. Dosazením do
vztahu (8) získáme vlastní kmitočet soustavy f=3,26 kHz a zjistíme, �e pro rychlost
�íření zvuku v kapalině rovnu c=1450 m.s-1 je vlnová dálka vyzařované vlny λ=0,44
m. Z rovnice (20) dále získáme pro r=0,1 m �pičkovou hodnotu akustického tlaku
pap=42 Pa.

Maximální změna potenciální energie ∆Epmax a vnitřní energie ∆Eimax odpovídá
pohybu stěny zářiče mezi Re+∆RM a Re-∆RM. Z výrazu (1) proto máme
∆Epmax=3Epe2∆RM/Re a z výrazu (5) ∆Eimax=3Epe2∆RM/Re. Kapalina má maximální
kinetickou energii Ekmax při průchodu stěny rovnová�nou polohou, tj. pro ∆R=0.
Dosadíme=li tuto podmínku do výrazu (6) a získaný výsledek dále do vztahu (3),
získáme Ekmax=3Epe(3/2)γ(∆RM/Re)2. Porovnáním těchto vztahů vidíme, �e
∆Epmax/Ekmax=∆Eimax/Ekmax=4/(3γ∆RM/Re). Po dosazení číselných hodnot zjistíme, �e
změna potenciální a vnitřní energie je přibli�ně stokrát vět�í ne� maximální kinetická



energie. Jinými slovy lze říci, �e hlavní část potenciální energie (~99 %) se
přeměňuje během kmitání přímo na vnitřní energii a jen přibli�ně 1 % na kinetickou
energii. Podobný nepoměr platí i pro přeměnu na akustickou energii odná�enou
vyzářenou vlnou, kde s pou�itím vztahu (21) snadno ověříme, �e ∆Ea představuje
pouze ~0,2 % z ∆Epmax. Potenciální, vnitřní a kinetická energie se ov�em navzájem
periodicky přeměňují, představují proto pro zdroj "jalové" zatí�ení, pouze akustická
energie reprezentuje "činné" zatí�ení pro napájení měniče.

Závěr
V příspěvku je studováno chování akustického zářiče nultého řádu, přičem� příslu�né
vztahy byly odvozeny pro případ, kdy je zářič realizován radiálně kmitající bublinkou
v kapalině. Je ov�em zřejmé, �e úplně stejné vztahy (s výjimkou výrazu pro vnitřní
energii plynu v bublince) budou platit i pro zářič, který pracuje na jiném principu.
Pomineme-li technické potí�e při realizaci takovéhoto zářiče, bude jistě obtí�né
naleznout pro tento zářič i vhodný výraz pro vnitřní energii a tudí� naleznout
energetickou bilanci a související vztahy. Av�ak závěry, které jsme získali v případě
bublinky, např. týkající se vztahu jednotlivých energii, budou platit i nyní. Pouze
číselné hodnoty se budou li�it.

Výzkum akustického chování bublinek má význam např. pro porozumění
kavitačnímu �umu a tudí� i pro diagnostiku kavitace [5]. Zde uváděné výsledky jsou
v�ak rovně� vyu�itelné při výuce akustiky, neboť jejich nalezení není matematicky
náročné a získané poznatky umo�ňují lepé porozumět fyzikálnímu významu pojmů
jako je např. blízké a vzdálené pole. Poznamenejme, �e v akustické literatuře (viz
např. [1, 3, 4]) se zde pou�itý názorný výklad zalo�ený na jednotlivých energiích a
jejich vzájemném vztahu bohu�el nepou�ívá.
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